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摘要 : 该 文 利用 gentle 代数 的 矩阵 模型 刻画 了 gentle 代数 上 的 单 模 和 投射 模 , 给 出 了 单 模 的 投射 分 解 的 
和 矩阵 表示 . 由 此 指出 gentle 代数 的 整体 维 数 可 以 由 它 的 矩阵 模型 所 诱导 的 一 类 特殊 子 矩 阵 序 列 进行 刻画 . 
该 文 进一步 指出 这 一 类 特殊 子 矩阵 序列 对 应 gentle 代 数 的 箭 图 上 的 极 大 非 平凡 forbidden 路 ， 从 而 得 到 gentle 
代数 的 整体 维 数 等 于 它 的 箭 图 上 的 极 大 非 平凡 forbidden path 的 长 度 . 
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Abstract: It is showed that for gentle algebra, the simple module and projective module can be characterized 
by matrix model, and a matrix representation of projective resolution of simple module is provided. Thus the 
global dimension of a gentle algebra can be characterized by a special submatrix sequence induced by its matrix 
model. Furthermore, by showing that above special submatrix sequences correspond to maximal non-trivial 
forbidden paths on the quiver of gentle algebra, the global dimension of gentle algebra equals the length of the 
maximal nontrivial forbidden path is obtained. 
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引言 


Gentle 代数 由 Assem-Skoworn ski 引入 ,最 初 用 于 研究 A, 型 代数 上 的 倾斜 代数 ， 并 建立 
相应 的 导出 等 价 分 类 [1]. Gentle 代数 与 许多 重要 代数 有 着 密切 联系 , 例如 双 列 代数 (biserial 
algebra), 特殊 双 列 代数 (special biserial algebra)， 弦 代数 (string algebra), skew-gentle 代数 等 . 
早 在 1985 年 , Wald 和 Waschb ü sch 就 利用 箭 图 表示 对 双 列 代数 进行 了 分 类 [2], 那 之 后 , Butler 
All Ringel 在 1987 年 利用 篆 图 表示 进一步 地 分 类 了 弦 代 数 上 的 不 可 分 解 模 [3]. Gentle 代数 上 
的 不 可 分 解 模 之 间 的 态 射 的 研究 则 分 别 由 Crawley-Boevey [4] 和 Krause [5] 给 出 . 由 此 gentle 
代数 的 模范 畴 可 以 通过 箭 图 表示 完全 刻画 . Gentle 代数 的 模范 畴 的 几何 刻画 则 由 Baur 和 
Coelho-Sim 6 es 给 出 [6]， 其 将 gentle 代数 上 的 不 可 分 解 模 对 应 为 曲面 上 的 permissible (closed) 
curve, 不 可 分 解 模 之 间 的 不 可 约 态 射 对 应 到 曲线 的 旋转 (pivot elementary moves). 
He-Zhu-Zhou 在 此 基础 上 进一步 刻画 了 skew-gentle 代 数 的 几何 模型 [7]， 并 将 support r -倾斜 
模 刻 画 为 曲面 的 剖 分 . Burban 和 Drozd 给 出 了 gentle 代数 和 skew-gentle 代数 的 矩阵 表示 [8]， 
并 给 出 了 投射 复 形 范畴 的 不 可 分 解 对 象 的 分 类 . 由 此 易 见 ， 对 许多 代数 问题 , gentle 代数 可 以 
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有 效 地 提供 算 例 或 者 反例 . 

另 一 方面 , 对 代数 的 研究 可 归结 于 对 定义 在 此 代数 上 的 模 的 研究 ， 并 用 特殊 模 类 直接 反 
应 代数 的 性 质 . 例如 , 通过 特殊 模 定 义 代数 的 同调 维 数 (homological dimension), 并 用 同调 
维 数 对 代数 进行 分 类 . 其 中 , 整体 维 数 可 以 反应 给 定 代数 到 遗传 代数 的 距离 ， 自 内 射 维 数 可 
以 反应 代数 的 Gorenstein 同调 性 质 . 文献 [9] 利 用 几何 模型 给 出 了 gentle 代数 的 整体 维 数 的 
面 刻 画 ， 本 文 将 利用 矩阵 模型 给 出 gentle 代数 的 整体 维 数 的 和 矩阵 刻画 . 

本 文 约定 : k 是 代数 闭 域 . 对 任意 有 限 维 k -代数 4， 总 假设 4 是 basic 代数 ,因此 根据 
Gabriel 图 化 定理 ， 唯 一 存在 箭 图 (quiver) Q, 使 得 4skQ8/T ,其 中 工 是 可 许 理想 
(admissible ideal). 本 文 所 考虑 的 模 均 是 有 限 维 k -代数 4 上 的 有 限 生成 右 4 - 模 , 并 用 记号 
mod(4) 表示 4 WA RERA 4 -模范 畴 . 


1. Gentle 代数 
1.1. Gentle 代数 及 其 定义 

本 节 将 介绍 gentle 代数 的 箭 图 表示 和 和 抢 阵 表示 . 这 里 ,和 葡 图 (guive) 指 四 元 组 
Q=(Q),9,,5,1), HA, Q 和 是 集合 (LAN ICRA AP A (vertex) Al at e (arrow)), s 
和 1 是 映射 @, 92, 且 对 任意 wsg ，s(o) sQ 和 tao) s@ 分 别称 为 a 的 起 点 和 终点 . Fit 
Q 上 的 一 条 路 (path) p=a,...0, AFHR] a...an KP tla) = slaa) (VISk</), 
LPKVE p WYK (length), WE Up). 注意 每 一 个 箭 向 (或 顶点) 可 以 看 作 长 度 1 (或 0) 的 路 . 
因此 ，@ FO, 也 分 别 表 示 所 有 长 度 为 0 的 路 和 长 度 1 的 路 的 集合 . 


定义 1.1. WAQ=(Q,,9,5,0) 的 路 代数 (path algebra) kQ 是 满足 下 述 条 件 的 k -代数 : 

© KO ÆA Qo =Ui nw 为 基底 的 k -向量 空间 ; 

。 XER p =a., py=PBi..PBie Qo, TEX PP =% -Ap -Br WR t(a,) =s); 
否则 取 pp =0. 


后 路 代数 kQ 的 理想 工 称 作 可 许 理想 (admissible ideal), WREE m> 2 (EFF RECT CRS, 其 
= 中 , 记号 RO RAR KO PREKE! 的 路 生成 的 理想 . 下 面 给 出 gentle 代数 的 箭 图 定义 ， 该 定 
T 义 由 Assem-Skowro ń ski 给 出 ， 见 [1] 或 者 [10, Chapter IX, Definition 6.1]. 


定义 1.2. 称 有 限 维 代数 A=kO/T 是 gentle 代数 ， 如 果 4 满足 

(G1) HES acg, Ua 为 起 点 或 终点 的 箭 向 至 多 2 个 ; 

(G2) 对 任意 wsQ@Q, 至 多 存在 一 个 BeQ 满足 s(p)=t(a) (s(a)=t(P), ,resp.)， 使 得 

apeT (fBaeT, resp.); 

(G3) 对 任意 ws@, 至 多 存在 一 个 peQ WE (BP) =a) (s(a)=1(B) , resp.)， 使 得 

apgT (Ba¢T,resp .); 

(G4) 工 由 长 度 为 2 的 路 生成 . 

为 了 刻画 gentle 代数 的 整体 维 数 在 其 第 图 上 的 表示 , 我 们 需要 引入 forbidden 路 的 概念 . 
Forbidden 路 是 Avella-Alaminos 和 GeiBS| AB, 包括 平 几 和 非 平 几 两 类 . 与 之 对 偶 的 概念 是 
permitted 路 . Forbidden 路 和 permitted 路 可 以 决定 gentle 代数 的 AG- 导 出 不 变量 , 进而 研究 
gentle 代数 在 导出 等 价 意义 下 的 分 类 ， 见 [11 12]. 这 里 , 我 们 只 需要 非 平凡 forbidden 路 . 
Gentle 代数 4 上 的 一 条 非 平凡 forbidden 路 已 是 长 度 >1 NH p=a,...a,, Bt aa; =0， 


Visijss. 特别 地 , 称 F 为 极 大 的 ， 如果 对 任意 weQ 使 得 t(a)=s(a) (对 应 的 ， 
s(a)=t(a,)), 总 有 Qa gT WMI, aag T). 


接 下 来 , 我 们 给 出 gentle (AHIR EM, HEA ERE 

论 1.8). 
定义 1.3. 对 任意 ne N', 定义 7 表示 域 k 上 的 下 三 角 和 矩阵 代数 
i= {X = (Gpiaga | 对 任意 i< j， EA X, sil, 


= 


mj gentle 代数 上 的 单 模 ( 见 推 


定义 1.4. [8] 代数 4 BA gentle 代数 ， 如 果 : 


A= Ta [== (X XN IX} Xe, WRGD LD}, 
; 且 “=” 是 定义 在 O(m)= {(i|1<i<t, 
1< j<m} 上 的 三 元 映射 =: O(m)xO(m) > {0,1}, 满足: 
。 对 一 些 (i,j)e O(m), 唯一 存在 (Dz#(i,j) A Gj) =k); 
。 同时 ,对 其 余 的 (i, je OGn), +LK, Vk) ee O(m). 
Eae, T, 称 作 gentle (AC A = Tp /= 的 标准 化 代数 (normalization). 


FL 中 : m =(m,---,m,) € Nb, ; T, =N; 


m 


fil 1.5. Ri gentle Rt A= Toa /= KF m =(3,2), O(m) ={D, 0,2); (3), (21), 
(2,2) (2.D)= (2.2)， 且 (2) = (2.2). 按 定义 1.4，4=7632)/= = (XX) Xn =X}: 且 在 同 构 
意义 下 ，4 可 写成 分 块 对 角 和 窍 阵 的 形式 4 = xD/=. 标准 化 代数 Ta = 7; xT 的 cartesian 积 


HEATH T MT 分 别 对 应 上 述 分 块 对 角 矩 阵 的 两 个 子 块 . 此 外 , 由 定义 1.2, 有 4kQ/T， 
其 中 ， 
PE 
2 
Qo- 44+ 3 以 及 T= (ab), 
5 1 


记号 1.6. WER m =(m, m) E Ni,» 用 记号 er dsrst lss<m,) RAT, = TT, 
中 的 满足 下 述 条 件 的 矩阵 (x1.…, x): 


1， 如 果 w=r 且 i= j=;; 
0， 其 它 . 


o 
Xj = 


进一步 地 ， 定 义 


Gris) = ers) Fesh (Sr st 1<s<m,, 1<s'<m»). 


引 理 1.7. KA=T,/= (HP m=(m,---,m,)eNS,) Æ gentle RA, Hit: 
E(D = fea) EDE IVE Om}, 
ENA) = {ea nan |G =k, D}. 
则 €(4) =€'(4UEN(A 是 4 的 完全 本 原 正 交 震 等 元 集 . 
证 . 首先 证 对 任意 x,yeC(4)， 及 =0=yx. 需 验 证 三 个 情形 : (a) xee H 
yeE€l(4);(b) xye€'(4); URC) x,ye€"(A). 
只 证 明 (a), (b) 和 (c) 的 证 明 类 似 . FEM x =e) EEA), Y= es 79) EETA, A 


pe 


Ei, Ers) = EEEE) + i,j) Er,s) * 


ERG |), TU G j) =r) rs) SEA NE MAIS, BOHEME IIE eg jel,,) = 
0. 同 理 ，@ new =0. PIA xy =e; peos = 0. 类 似 可 证 yx=0. 

其 次 , AWe(A 中 的 每 个 元 素 都 是 本 原 的 . Ure (4) 中 的 任意 元 素 ”， 设 
Yegros ?有 唯一 的 加 法 分 解 了 = er ters 注意 (x,s)=(x',s'”)， 因 此 由 gentle 代数 的 
定义 可 知 er ye4 且 erme4. 故 该 加 法 分 解 不 是 代数 4 上 的 分 解 , 即 在 4 上 本 原 . 

Hua, WER xe €(A), x =x FFE REI EGS. 故 E(C) 是 4 TEP AIR IEC SE 
元 集 . o 
记 simp(4) 表示 4 上 的 全 体 单 模 在 同 构 意 义 下 构成 的 集合 . 引 理 1.7 已 经 给 出 了 4 的 完 
AAS JIE CFE SITS, WEZZE FAA. 


推论 1.8. 沿用 引 理 1.7 中 的 记号 ， 则 simp( A) = {S(e) = ed lee &4)}. 


rad(eA) 


注 记 1.9. 由 推论 1.8 中 , 若 e=e,) e E (4), WAA 4 - 模 同 构 


k, WR o=r igs; 
0, HE. 


TERI AAT EEN (Th, Terns MEEN, WE Tes). 易 验 证 该 矩阵 是 
一 个 有 限 生成 右 4 - 模 . F e= egoo EETA, WAUTA A - 模 同 构 


er 4 兰 (T T'), FI > T7 | 


smj ijs 


1 
er srs A = Ta sel, r’, s’) = Dn ((r, s)(7"', s"). 


YER, BAA TT, s) +T es) 是 右 4 - 模 , 但 是 了 (7,8) 和 T(x',s') 都 不 是 右 4 - 模 . 进一步 地 ， 


k, WR o=ri=sHl<j<s 
0, 其 它 . 
方便 起 见 , FRY) (其 中 了 J c {1,2,…,m,} ) 表 示 4 的 子 集 (R,…,R') 使 得 除 R =k (其 中 
uel, veJ ) 之 外 ,其 余 位 置 取 0. W rade, A= RRAS NS . 由 此 得 到 单 模 在 k -线性 同 
构 下 的 矩阵 表示 : 
Crs A 
Sos) => 
Ri, Ast, Nas) 


rad(e,)4) 2 (7T',.…, T),, FET -| 


=k ers) K (其 中 ers) E €'(A) ); 


er sA 
Ra({s}, Nz, 1) +R SPN sa) 
TAH, “=, KRZR k -向 量 空间 的 同 构 . 


~ H Il 
Sess) = =k Er, sX(r',s") k ( N &r,8)(r',s") cE (4) J, 


例 1.10. HX A efi 1.5 给 定 的 gentle LBL, W EC4) = {eq y,ea.n2.2-€a3-eon}- 所 以 , 同 
构 意义 下 ，4 上 有 4 个 不 可 分 解 投射 模 : 


k 0 
0 0 k k 
ean =| 0 0 0 0 0 » E03)4 = 
0 


0 0 k k 0 0 0 0 


其 中 在 evaoa4 中 并 中 所 在 位 置 元 素 取 值 相同 ,并且 


0 5 ed2)2.2)4 = 
0 


4 


0 0 
k 0 0 0 
rad(eq 4) =0, rad(eq 50,24) =| 0 0 0 > Tad(en yA) SIk k o ， rad(eņp 4) = 0. 
0 0 
k 0 0 0 
进一步 ,可 以 得 到 4 个 单 模 的 矩阵 表述 : 
kk 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 
Sap =] 9 0 0 » Sa,292,2) =x | 9 9 0 k, Sq3) =n) 0 0 k » San =] 0 0 
0 0 01 0 0 0 0 


1.2. 投射 模 与 投射 分 解 
设 4 是 有 限 维 k -代数 . 我 们 知道 , 对 任意 右 4 - 模 M emod(A), 总 存在 正 合 列 
Bi pM Pp Pp YP pM mp >M >0 
使 得 对 任意 i>0 A PY 投射 . 称 上 述 正 合 列 是 M 的 一 个 预 投 射 分 解 . 特别 地 ， 如 果 存 在 
neN 使 得 PY 40 AR, =0, NER n 是 此 预 投 射 分 解 的 长 度 ，M 可 以 有 不 同 的 预 投射 分 解 ， 
本 文中 , 称 M 的 长 度 最 短 的 预 投射 分 解 称 为 其 极 小 预 投射 分 解 或 者 简称 为 投射 分 解 . 此 时 ， 
投射 模 PX 或 者 满 同 态 py :BY > M 称 作 MM 的 投射 覆盖 ， 且 每 个 投射 模 PY 或 者 满 同 态 
pi = per. PM _>kerpy 都 是 kermyw 的 投射 覆盖 ker p™ WEM 的 (+l) - 阶 合 冲 , 记 作 
Q; (M). 
定义 1.11. (投射 维 数 与 整体 维 数 ) [13] 设 4 是 有 限 维 k -代数 . 我 们 称 M emod(4) 的 
投射 维 数 projdimM <n, 如 果 Q,,(M)=0 (等 价 地 ，proj.dimM 等 于 M 的 投射 分 解 的 长 度 ). 
特别 地 , 定义 4 的 整体 维 数 gLdim4 是 全 部 有 限 生成 右 4 - 模 的 投射 维 数 的 上 确 界 ， 即 : 
gLdim4 = sup projdimM. 


Memod A 
注 记 1.12. 通常 地 ,对 任意 环 R, 称 右 R - 模 (对 应 地 , Ze R - 模 ) M 的 右 (对 应 地 , A) 
投射 维 数 projr.dimM <n (对 应 地 ，kprojdimM <n), WRM AA (对 应 地 ， 左 ) R - 预 投射 
分 解 : 


n> 0 —> P“ n’ P” > e PY sg BY M >0 

因此 ， we REE (对 应 地 , Ac) 整体 维 数 gLdimaR (对 应 地 ，kgl.dimR ) 是 全 部 有 限 生成 右 
(对 应 地 , AL) R - 模 的 投射 维 数 的 上 确 界 . 一 般 来 说 ，gLdim Rk gldimR , Kaplansky 第 一 个 
给 出 了 左 , 右 整 体 维 数 不 同 的 环 [14]; Jategaonkar 证 明了 对 任意 的 1<z<m<+to ， 都 存在 环 
R (£44 gldimpR =m <n= rgldimR [15]; Fossum, Griffith 和 Reiten 将 上 述 结果 进一步 推广 至 
Abel 范畴 [16, p.74-75]. 4 R 是 有 限 维 k -代数 时 ， 则 有 gl.dim,R =”gLdimR . 

在 同 构 意 义 下 , 记 proj(4) 是 4 上 的 全 体 右 4 -投射 模 构 成 的 集合 . 沿用 引 理 1.7 中 的 记 
号 , 根据 [1, Corollary 5.17], 我 们 有 下 述 推论 . 

推论 1.13. proj(4) = fe- (T„ /3 |e € €(4)}. 


2， 单 模 的 非 零 合 冲 及 其 矩阵 表示 


注意 代数 的 整体 维 数 可 以 通过 单 模 的 投射 维 数 来 计算 ， 即 


gl. dimd = ， max proj.dimsS . 
mp(4) 


为 此 , 我 们 需要 对 单 模 的 合 冲 进行 刻画 . 方便 起 见 , 我 们 始终 假设 4 是 gentle 代数 ， 其 标准 
化 代数 为 ,这 里 m=(m,…,m)e Nb, 并 且 二 元 映射 =: O(m)xO(m) > (0,1) 总 事先 给 定 . 
2.1. 单 模 的 1 阶 合 冲 


下 面 引 理 给 出 了 单 模 的 投射 覆盖 的 矩阵 表 
( 见 注 记 2.2). 


步 可 得 到 单 模 的 1 阶 合 冲 的 矩阵 表示 


zii 
x 


引 理 2.1. 对 任意 e=e, seEC4)= ELC4)UEIC4) ， 有 kk -向量 空间 同 构 
Hom ,(e4, S(e)) =, span{p: T,,(?) > e,k}, 
AF, 户 是 典范 投射 即 ， 对 任意 属于 T(?) HEX, PX) X ATERA RAAR 
映射 为 0, 主 对 角 线 上 的 元 素 保持 不 变 . 


证 . 如 果 ee En(4)， 则 存在 (x,s)=(r's)eO(m) Ees engs FE py ed > Sle) 
既是 S(e) 的 投射 覆盖 , 也 是 典范 满 同 态 BPO :ed > eA/rad(ed). 根据 注 记 1.9 可 知 ， 
eA = Tp (r,s)(r',8')), eA/rad(eA) =p ecs - 
由 此 易 见 po? s Hom, (pN SD, eooo D 保持 XX 的 主 对 角 线 上 的 元 素 不 变 ,并 将 XX 
的 其 余 元 素 映射 为 0(X 是 任意 给 定 的 属于 T(r,s)(r',s")) 的 矩阵 ) 于 是 , 存在 k -向 量 空 间 的 
典范 能 入 


K: span{p}—= > Hom (ed4,S(e)). 
另 一 方面 ，Hom ,(e4, S(e)) = S(ee ， 且 由 有 限 维 代数 上 的 单 模 $(e) 总 是 1 维 的 k -向 量 空 间 可 
知 S(e)e 也 是 1 维 的 ,所 以 有 下 -向 量 空间 同 构 Hom , (eA, S(e)) =, k. 所 以 x 是 k -线性 同 构 . 对 
Feee!(A) 的 情形 , 证 明 类 似 . o 


注 记 2.2. 沿用 引 理 2.1 中 的 记号 . WERE X = (X'e, XE A, 用 记号 XE o, 表示 交 
换 X' 的 第 x 行 和 第 y 行 . 则 引 理 2.1 给 出 了 投射 履 盖 pp : PO =ed > S(e) 的 矩阵 刻画 . 
进一步 地 ， 
(i) 如 果 e=e ,ee E (4), 则 有 右 44- 同 构 


Qi(S(e)) (= ker pp) = rade, y Ta) E's = Ri{s -1}, Nia). 


G) 如 果 e=e, wsye Eu(4), WAA A -FF 
Qi(S() (= ker pp) = rad(ec yrs) Tm) Exess 4 Ere. 

主意 (所 给 的 右 4 - 同 构 进 一 步 指出 Qi(S(e)) 作为 -向 量 空 间 时 ， 同 构 于 : 

© ROR’, WRr,s-1) (ij) Yi, j) Om) B. (r',s'-1) 4 (ij) VG j) Om); 

© ((R+eq.)k)/S)O,R', WR (r,s-1) = (u,v) E 0',s'-1) 4 (ij) YG j) € Om) 

© RO, ((R'+ewynk)/S'), WR (r,s-1)4 6j) YG, j) e Om) E (r',s' -1 =v); 

© ((R+ ey yyk)/S) Oy ((R'+ unk) /S'), WR (r, s-1) = u,v) r,s -) = (u',v’). 
AP, R= R’({s-,Nt_,)> R'= REGS- Nt) SO = span {eu v) — Ss} ,©' = span few yy) — 
ersi “De ” 表 示 作 为 k -向 量 空间 的 直 和 ,并 且 上 式 第 一 个 情形 下 的 k -向 量 空间 同 构 同 
时 也 是 右 4 - 模 同 构 . 

推论 2.3. 设 s>2. M R=R GNE 1) 不 可 分 解 投射 当 且 仅 当 对 任意 (i,j)eO(m) 有 


Pep 


(r,s —1) + (i, j) © 
证 . 注意 RY, (LNE 1) 是 右 4 - 模 . 由 注 记 2.2 易 知 它 是 rad(eu ,4) 的 直 和 项 . 则 : 


Rm (fs -}, NE) = Rin ({s}, NiD Eosi Rs st, Nisi) 


s&es-l1 = 


Bp Rests NZa) Z= e s-)4 : 此 时 ， 如 果 对 任意 (i, j) c O(m) 都 有 (r,s—1) # (i,j) 则 1 5] 理 i 


fF egs- EEA), Megs 04 是 不 可 分 解 投射 模 . 反之 , EFE (i,j) <O(m) 有 (rs-D= j), 


则 由 引 理 1.7 esn EEA) Ute, yi) EETA), 因此 由 注 记 1.9 可 知 @, Tn /=) AE 
投射 , 矛盾 . o 
2.2. 单 模 的 高 阶 合 冲 

类 似 引 理 2.1, 下 面 命题 给 出 了 单 模 的 任意 阶 合 冲 的 投射 覆盖 的 矩阵 表示 , 由 此 ， 类 似 
于 注 记 2.2， 该 命题 也 给 出 了 单 模 的 任意 阶 合 冲 的 矩阵 表示 . 


命题 2.4. 设 e=e yyy €€ (A) RAH=Ty/= MARRS A. wR 
O, (SCE) = Rn (fst, NE )®x Cu) /S 
( 或 者 DCS() = 01 @a?, BB, o, =, (Rn (ts } NE Ox ey /S, Je), 
HP, = span{eu n- er} (KA O = span{e } )， 则 有 下 -向 量 空间 同 构 


uv) Sos) 
Hom ,(¢4,Q,,(S(e))) =x span ff: Tr, sur) > (Ry (4s } NE DOr ey )k)/S} 

( 或 者 Hom ,(e4,0,) =, span 人 Tl os) wv D (RECS h NE Oreg , /S } 
其 中 ， 方 是 (或 者 方 )) 按 像 空 间作 为 原 像 空间 了 rsu V (或 者 了 (rs )(u ,v )) ) 子 空间 所 
诱导 的 典范 投射 . 

HE. 设 Q,(S(e) =, (Rn ({s}, NE )®r ew, /G . 注意 这 时 
e4 = &(r,s)(u,v) (Tm /=) =k Tm (r,s )(u,v)) ? 
所 以 对 于 pp e Hom ,(e4,Q,,(S(e))) , EEA k -线性 变换 时 ， 同 构 于 户 . 所 以 ,有 kk -向 量 
空间 的 典范 能 入 : 
K: span | p :T,,((r,5)(u,v)) > (RF (fst, NE) Dg (yy) /s\—> Hom (eA, Q ,(S(e))). 


注意 有 右 4 - 模 同 构 Hom (ed, SeA =O, (Slee, HEA k -向 量 空间 的 同 构 
Hom (e4, Q (S(O) =x (Rast, NE,)®r ew yk)/S)ee suy) 
= (Rist, NE et son Px Sunk) /S 
= (e, K Dr Guay) Span tery.) — ur } Zr K. 
即 Hom ,(e4,Q, (S(e))) Æ 1 维 k -向 量 空间 ,所 以 x 是 k -线性 同 构 . 对 于 Q,(S(e))= wl@o 的 
情形 的 证 明 类 似 . o 


注 记 2.5. 沿用 命题 2.4 中 的 记号 ， 类 似 于 注 记 2.2, A Aale) = o, See olle) , 


EC ra 
NTs 


如 果 (u,v 一 DD#(i ,ji ),V(i ,ji )eO(m); 


R, 
J ~ 
Pre) op te, K/S, WR (wv -D=(w x). ore 


AH, R =R (fy - NE), © =spante,, -eu » yt > 并且 上 式 第 一 个 情形 下 的 -向 
量 空间 同 构 同 时 也 是 右 4 - 模 同 构 . 
记号 2.6. 对 任意 M emod(4), RAIH QM) 表示 M 的 全 体 非 零 合 冲 构成 的 集合 . 


3. Gentle 代数 的 整体 维 数 

为 刻画 gentle 代数 的 整体 维 数 , 我 们 引入 标准 化 代数 也 = (Ty, …,T, ) 的 关联 子 块 的 定义 ， 
HE m =(m, m) E No. 称 丈 的 子 块 AT, ARM, IE, ~T7,, ， 如 果 存 在 
l<s<m,, 1<v< m, 使 得 (x,s)= (u,v)， FREE {(7,s),(u,v)} 是 此 关联 的 关联 集 . T, 的 关联 
子 块 组 是 子 块 序列 Th (其 中 ，m(j)efmll<izst} ，neN! 或 等 于 om) 使 得 对 任意 
1s j<n BRKT) ~ Tago HEL Ta 的 分 块 7( ;是 此 关联 子 块 组 的 j- 关 联结 . 称 关 
联 子 块 组 Tp tin 是 连续 的 ,如果 对 任意 1< j<n，, 关联 Tj ~ Tno 和 Tj) ~ Tagi 的 关联 
集 {Uvas y MrS) UYD RETE r =r, s =s,—-1 BOL. 特别 地 ， 称 连续 关联 
FRAC, =r a 是 极 大 的 ， 如果 对 任意 连续 关联 子 块 组 C, 使 得 Cl CC), BRAC, =C,. 


MI 


命题 3.1. 任 取 eeC(4)，, FET, 的 极 大 连续 关联 子 块 组 C(e) = Troya Mme EN 或 为 
o)， 使 得 关联 结集 合 Tul Sj <n} PIERA R OASE) 一 一 对 应 . 


LE. 不 妨 设 e=e 1 


和 
(uo + Vo )(u0 ,v0 ) 


e€"(4), 则 由 引 理 2.1, 有 kk -向 量 空间 同 构 


Hom , (eA, S(e)) =, span p: T, (ul,v Du? v eu sad ogy} 


EH, pS 由 S(e) 的 投射 覆盖 po > S(e) 作为 k -线性 变 


N 


Taeg) . 


Wwe... eT 


Wm) © Amat)? Sua vey S 


换 得 到 . 由 注 记 2.2, Q,(S(e))=ker(pe)= a a =, RIOR, HH R =, RY (g, Ni,, )， 
JEL. WREE (u,v) = (uov -1)， 则 进一步 有 


R, Zy (Re (vo -1h NE, Ok g 


<vy-l 


k) Sp ante, w) = Leupp)? j 


uv; ) 
则 根据 命题 2.4 (在 此 命题 中 取 n=1)， 有 kk -向 量 空间 同 构 
A a) =x span {Tp uo vo — Dl wi ) Ri ) 


Hom ,(e 


(uo ,vo —D)(m ,sv ) 


ET ya, y+ 此 时 ,~T6)， 关 联 集 合 为 {(wo,w -了 D),(u ,vi 站， 由 注 记 2.5 可 知 (在 此 


Een v) © Eme m(uo) 


则 


注 记 中 取 n=1) o, =, R +e, kK) /6 , WREE (u,v, -1 = (uv); Billo, =, R, HER 

根据 推论 2.3, of 是 不 可 分 解 投射 模 . 再 次 使 用 命题 2.4 (在 此 命题 中 取 n=2),， 有 
Hom 4 (eu, y -1yug.v,) 42) Sic span {Ti (Gu wm -DvD > Ro |, 

HAG Cu) ETna HORT Tiny ~ Tay? ARREA {Giv —D5(H2,¥2)} - 


m(u,) m(u, 


By Tuy Tna p Tna) E Tn 的 一 个 连续 关联 子 块 组 . 由 归纳 法 ,我们 可 以 构造 一 个 1 


1a(U0)2 m(u, ) 7? m(u, 


的 极 大 连续 关联 子 块 组 Ty Vins BES Oran SF S12} > ASO) + Ty yy H 2; SO) È 
双 射 ， 这 是 因为 : 
情形 1. 如 果 存 在 ne N?* 使 得 Q,(S(e))z0 但 Q,,(S(e))=0， 此 时 wi! 是 不 可 分 解 投射 模 


( 见 推论 2.3), H o,a =R, 维 数 等 于 0. 
情形 2. 如果 对 任意 ne N' BAO, (S(e)) 40, 重复 使 用 命 
o, SR, #0. 此 时 {7,6} 各 和 Q(S(e)) 都 是 可 数 无 限 
TER 7 € (1,2), Bn, = max{n},n2} 即 得 所 要 寻找 的 ,的 极 大 连续 关联 子 块 组 . o 


2.4， 然 后 由 推论 2.3, 得 


& 


} 


— 


定理 3.2. 设 gentle 代数 4 SEX, AIRERA T, 的 全 体 极 大 连续 关联 子 块 组 构成 的 集 
合 是 m(4) ， 则 : 


gLdim4= max n, #4¥neN*Ufo}. 


Tiny pia em(A) 


Tl 


证 . H gldimA= max projdimS 以 及 命题 3.1 即 得 . o 
imp(A 


esimp( 


S F(A) ŒH gentle 代数 4 上 的 全 体 极 大 的 非 平 凡 forbidden 路 构成 的 集合 ，m(4) 是 4 
上 全 体 极 大 连续 关联 子 块 组 构成 的 集合 . 下 面 给 出 gentle 代数 的 整体 维 数 在 箭 图 上 的 表示 . 


定理 3.3. 设 4 是 gentle 代数 . 则 gldim4 = max ((F). 
FeF(A) 


证 . 为 证 此 命题 , BUN REFERI F F(A) > m(4) . 证 明 分 为 (a) 和 (b) 两 个 部 分 . 我 
们 在 (a) 中 先 给 出 三 的 构造 ,并 证 明 广 是 单 射 . 然后 我 们 在 (b) 中 证 明 广 也 是 满 射 
(a) 设 加 =(m,…,m)e NS AER F =a a, E F(A), 由 wase7 (<i<n), 可知 存在 


了 


aa 
中 


fi.… 1 Efm,- m}, WE 
Ops) = Capsa) M Oosa D= Caos) CF =1,3,5,..(<n -2)). 
此 时 , $FE) = Trota ERAU PKR 
Tap = Taga OIRR s; (1 54} ); 
以 及 Tagan = Tng OIRR {Caos ja —D OaS j2) )- 
显然 , 对 不 同 的 极 大 的 非 平 forbidden 凡 路 已 ， 按 上 述 构造 所 得 的 FE) 唯一 决定 . 于 是 请 单 . 
b) RZ, HER Ty tia F(A), 并 设 
Tacit) ~ Enc jy AER {0v s) 
Tao ~ Tagan ORE (7,54), Ujao Yj) ) 
S pva +D BL a EQ, Uova) Mes 对 应 点 1j EQ (s) F upava) 对 应 


点 tin EQ , (78; +) 对 应 点 fj €Q . SW 4% Æ Si Tal Oat tt, Cit > ta All 


Q aita S t Eaa e T Haage 工 .可见 {7} 对 应 一 条 非 平凡 的 forbidden 路 
P=00Q…0,. HER Typha 是 极 大 的 , 所 以 p 也 极 大 . 否则 , 若 存在 p' Sp BK, 则 根据 (a) 
有 F(p) Trota 5 rota 极 大 性 矛盾 . 这 样 就 构造 了 pe 大 (4) EE FO = Trota. 
于 是 广 满 . 再 由 定理 3.2, 可 知 此 定理 成 立 . o 
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